Int. J. Heat Mass Transfer. Vol. 14, pp. 1537-1550. Pergamon Press 1971.

Printed in Great Britain
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Zusammenfassung—Fiir eine parallel angestromte ebene Platte, auf der sich ein diinner Fliissigkeitsfilm
befindet, der verdunstet, werden die Gleichungen der Impuls-, Konzentrations- und Energiegrenzschicht
fiir laminare Stromung angegeben. Es wird das Verfahren der dhnlichen Losungen benutzt. Dabei wird
vorausgesetzt, dass die Platte wirmeundurchlissig ist, die Gastemperatur so niedrig liegt, dass die Thermo-
diffusion vernachlissigt werden kann und dass die Stromungsgeschwindigkeit so klein ist, dass die
Dissipation unbedeutend ist. Ausserdem wird sich beschrinkt auf die Verdunstung von Stoffen, fiir die
das Verhiitnis (a/o) der Wirmeiibergangszahl zur Verdunstungszahl konstant ist. Zunachst wird der Fall
der konstanten Stoffeigenschaften behandelt. Sodann werden die verinderlichen Stoffwerte beriicksich-
tigt und Gleichungen fiir die Eigenschaften des Gemisches angegeben. Ausgegangen wird dabei von
Tabellenwerten beziehungsweise entsprechenden Ausgleichspolynomen fiir reine Stoffe. Anhand von
einem Beispiel wird gezeigt, wieweit sich die verdnderlichen Stoffeigenschaften im Vergleich zur Annahme
konstanter Stoffwerte auswirken. Schliesslich wird die nach den angegebenen Gleichungen ermittelte
Abhingigkeit der Temperatur T, von T, mit nach anderen Methoden berechneten Werten und Messergeb-

nissen verglichen.
BEZEICHNUNGEN f>4{€2), Hilfsfunktion Gleichung(64);
A, Austauschverhiltnis Gleichung (45)  f,{6), Hilfsfunktion Gleichung(56);
[kcal/kggrd] ; f>40), Hilfsfunktion Gleichung(57);
c, Massenkonzentration  bez. auf  f;(6), Hilfsfunktion Gleichung(58);
Gesamtmasse ; Jf4d(0), Hilfsfunktion Gleichung(65):
Cp spezifische Wirme bei konstantem fs+0), Hilfsfunktion Gleichung (66);
Druck [kcal/kg grd] ; g, Erdbeschleunigung [m/s?] ;
D,,, Diffusionskoeffizient der molekularen h, Enthalpie [kcal/kg] ;
Diffusion [m?/s] ; K, Enthalpie der Fliissigkeit [kcal/kg];
D, Diffusionskoeffizient der Thermo- K", Enthalpie des Dampfes bzw. Gases
diffusion [m?/s] ; [keal/kg] ;
f(m), Stromfunktion Gleichung (6) verein- K,», Konstante Gleichung (49) [kcal/kg] ;
facht f fir f (n); K;,, Konstante Gleichung(54);
Jos Stromfunktion an Stelle 7 =0 Le, Lewiszahl Le = Sc/Pr;
Gleichung(24); M, Molekulargewicht [kg/kmol];
f14€2), Hilfsfunktion Gleichung(53); m, Stoffstrom [kg/m?s] ;
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Gesamtdruck [kp/m?];

Prandtl-Zahl Gleichung (22);
Wirmestrom je Flicheneinheit [kcal/

mZh];

Strahlungswiarme je Flicheneinheit
[kcal/m?h];

Schmidt-Zahl Gleichung (20);
Temperatur [°K];

Geschwindigkeit in  x-Richtung
[m/s];

Geschwindigkeit in  y-Richtung
[mys];

Koordinate parallel zur Plattenober-
flache [m] ;

Konzentration bezogen auf das Volu-
men ;

Koordinate senkrecht zur Platten-
oberfliche [m];

N
i p/pody [m];

Wirmeiibergangszahl  [kcal/m?h]
grd];

Grenzschichtdicke [m] ;

Koeffizient Gleichung (41);
Koeffizient Gleichung (42);

[kcal/kg grd];
Ahnlichkeitsparameter Gleichung (6);
Ahnlichkeitsparameter der Energiegl.
Gleichung (10};

Wirmeleitzah! [kcalym h grd] ;
dynamische Zahigkeit [kgs/m?] ;
kinematische Zahigkeit [m?/s] ;
Koeffizient Gleichung (39);

Dichte [kg/m?]:

Verdunstungszahl [kg/m?h] ;
Koeffizient Gleichung (43) [kcal/kg
grd] ;

Dissipationsfunktion;

Hilfsfunktion Gleichung(51);
Hilfsfunktion Gleichung(52);
Koeffizient Gleichung (39);
Stromfunktion Gleichung(8);
Ahnlichkeitsparameter der Konzen-
trationsgl. Gleichung (9).

bezogen auf die Oberfliche ;

o, bezogen auf die ungestorte Stromung ;
1, Stoff1;
2, Stoff 2.

1. EINLEITUNG

FUR DIE Behandlung der laminaren Grenz-
schichtgleichungen sind viele Verfahren vor-
geschlagen worden. Die meisten befassen sich
mit dhnlichen Losungen. In neuerer Zeit sind
aber auch allgemeine Losungen behandelt
worden, so von Wuest [1]. Meistens werden
Ergebnisse fiir spezielle Fille angegeben. Auch
in dieser Arbeit wird ein Einzelproblem be-
handelt, nimiich die Grenzschicht iiber einer
paralle]l angestromten ebenen Platte, auf der
sich ein Fliissigkeitsfilm befindet, der verdunstet.
Es werden dabei dhnliche Lsungen angegeben
fiir den Fall, dass das Verhiltnis von Wirme-
iibergangszahl zur Stoffaustauschzahl (o/0) [2,
3] konstant ist. Auf die weiteren Einschrinkun-
gen wird spiter hingewiesen.

Ausgangspunkt sind stets die Navier—
Stokesschen Gleichungen, die man in ihrer
vereinfachten Form auch als Prandtlsche
Grenzschichtgleichungen bezeichnet. Schlich-
ting [4] beschriankt sich im wesentlichen in
seiner umfassenden Grenzschichttheorie auf die
Fille der Stromungsgrenzschicht einschliesslich
Ausblasen und Absaugen und der Temperatur-
grenzschicht ohne Einfluss der Diffusion. Walz
[5] behandelt zwar Strémungs- und Tem-
peraturgrenzschichten, aber auch er befasst
sich nicht mit Grenzschichten, bei denen Diffu-
sion auftritt. Der Stoffiibergang wurde u. a. von
Hartnett und Eckert [6] fiir den Fall konstanter
Stoffeigenschaften untersucht. Hierbei wurde
angenommen, dass ein Gas mit gleichen Eigen-
schaften wie das stromende Medium aus der
Oberflache ausgeblasen wird. Eckert [7] gibt
fir zweidimensionale laminare Stromung fir
ein  Zweistoffgasgemisch ein  Differential-
gleichungssystem an, bei dem er voraussetzt,
dass die Stoffwerte p, n, D;, und ¢ Ortlich
verdnderlich sind. Grenzschichten mit Dampf-
bildung untersuchten Cess und Sparrow [8] am
Modell einer heissen, durch Wasser angestrom-
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ten Platte. Bei ihnen ist der Ausdruck pi
konstant, was zu einer wesentlichen Verein-
fachung fiihrt, ebenso wie die Annahme nach
Chapman-Rubesin [9], dass pu konstant
angenommen werden kann. Lees [10] und
Dorrance [11] behandeln Grenzschichten mit
Wirme- und Stoffiibergang einschliesslich
chemischer Reaktionen, wobei sie sich besonders
mit dem Fall einer Lewis-Zahl befassen, die
nicht oder nur wenig von Ie = 1 abweicht, so
dass ¢ = — i/c,dh/dy, ein Ausdruck, der sich
sehr gut fiir die Behandlung von Wirmeiiber-
gang und Stoffaustausch bei chemischen Reak-
tionen benutzen ldsst. Der Fall einer Grenz-
schicht mit Stoffaustausch und Verbrennung
bei konstanten Stoffeigenschaften wurde unter
vereinfachten Annahmen von Tze-Ning Chen
und Tau-Yi Toong [12] behandelt, die davon
ausgingen, dass die Verbrennung in einer
unendlich diinnen Schicht stattfindet. Kays [13]
und Luikov [14] geben Energiegleichungen an,
bei denen sie in einem besonderen Term
zusitzliche  Wirmequellen und  -senken
beriicksichtigen. Luikov erfasst mit diesem Glied
die Wirmekapazitit feiner Tropfchen, die aus
der Flissigkeitsoberfliche herausgerissen wer-
den und sich in der Grenzschicht befinden. In
den meisten dieser oben angefiihrten Arbeiten
und umfassenden Werke werden nur die Aus-
gangsgleichungen und Losungen fiir Fille
angegeben, bei denen man mit konstanten
Stoffeigenschaften rechnen kann oder bei denen
man Mittelwerte benutzt. Uber ein neues
Berechnungsverfahren, das sich auch fir tur-
bulente Grenzschichten eignet, berichtet das
Buch von Spalding und Patankar [15]. Hierbei
wird ein Koordinatensystem eingefiihrt, das es
erméglicht, mit moglichst wenigen Punkten
die Grenzschicht zu erfassen, daher auch die
Bezeichnung *‘Bikini-Methode™. Bei dem Ver-
fahren der &dhnlichen L&sungen wird davon
ausgegangen, dass iiber der ganzen Linge x
die gleichen Ahnlichkeitsbeziehungen fiir
Stromungs-, Konzentrations- und Temperatur-
profil bestehen. Wenn das nicht der Fall ist, so
kann man nach Dewey, Jr. und Gross [16] eine
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ortliche Ahnlichkeit einfiihren. Brown und
Donoughe [17] beriicksichtigen die verdnder-
lichen Stoffeigenschaften fiir den Fall, dass es
sich bei dem ausgeblasenen und dem strémenden
Medium um den gleichen Stoff handelt.

In einer nicht verdffentlichten Arbeit schiug
Fichtel [18] vor, die veridnderlichen Stoff-
eigenschaften mit- Hilfe der Beziehungen der
kinetischen Gastheorie zu erfassen. Eine Losung
fir die Energiegleichung brachte er jedoch
nicht. Als Verbesserung schlug Ruiz-Urbieta
[19] eine Methode zur Bestimmung der Tem-
peraturgrenzschicht vor. Bei diesen beiden nicht
veroffentlichten Arbeiten fehlt eine eindeutige
Beziehung zwischen der Temperatur der
ungestorten Gasstromung und der Temperatur
an der Flissigkeitsoberfliche. Diese Zusam-
menhinge zeigen jedoch Diagramme, die Hess
[20] fiir konstante Stoffeigenschaften errech-
nete. Orth [21] beriicksichtigt unter verein-
fachenden Annahmen die veridnderlichen Stoff-
eigenschaften und bringt ein Nomogramm, das
den Zusammenhang zwischen Konzentration,
Prandtl-Zahl, Schmidt-Zahl und der Tempera-
tur im stromenden Gas und an der Fliissig-
keitsoberfliche zeigt.

Der vorliegende Bericht beriicksichtigt die
verinderlichen Stoffwerte unter Benutzung von
Tabellenwerten bzw. der daraus errechneten
Ausgleichspolynome. Er bringt ferner Glei-
chungen zur Bestimmung des Temperaturver-
hiltnisses T, /T, und zeigt, dass es fiir jedes
Verhéltnis nur eine Losung gibt. Aber auch bei
dieser Arbeit werden vereinfachende Annahmen
getroffen.

2. ANNAHMEN FUR DAS MODELL
DER EBENEN PLATTE

Will man fiir das Problem des gekoppelten
Wirmeiibergangs und Stoffaustausches bei Ver-
dunstung eines Fliissigkeitsfilms noch mit
zumutbarem Aufwand 16sbare Gleichungen er-
halten, so muss man auch fiir den Fall der
ebenen Platte vereinfachende Annahmen treffen.
Deshalb gehen wir von folgendem Modell aus:
Auf einer ebenen warmeundurchlissigen Platte
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mit der Wirmekapazitit Null befindet sich ein
gleichmissiger Fliissigkeitsfilm, der sich in Strd-
mungsrichtung nicht fortbewegt und dem die
Fliissigkeit durch die Plattenoberfliche
zugefiihrt wird. Der Film ist stabil, d.h. es kommt

an keiner Stelle zu einer von der Zeit abhéngigen -

Anderung des Filmzustandes. Die Gasstrémung
iiber dem Film ist stationir. Ferner wird sich auf
inkompressible Strémungen mit massiger
Geschwindigkeit beschrinkt, so dass der Druck-
gradient dp/dx Null ist und man die Dissipation
¢ vernachlidssigen kann. Ausserdem wird vor-
ausgesetzt, dass die Thermodiffusion gegeniiber
der molekularen Diffusion unbedeutend ist, was
bei Temperaturen der Gasstromung unterhalb
von 500°C angenommen werden kann. Weiter
wird der Auftrieb nicht beriicksichtigt und der
entsprechende Term Null gesetzt. D.h. die
vertikale ebene Platte ist bei sehr kleinen
Anstromgeschwindigkeiten aus diesen Betracht-
tungen auszuschliessen.

3. GRUNDGLEICHUNGEN UND
AHNLICHKEITSPARAMETER

Stromungs-, Konzentrations- und Tempera-
turgrenzschicht lassen sich unter den oben
genannten Annahmen fir den in Bild 1

Y
Ugr Tos P
— e —
7 v,
/ | \
L

Fliissigkeitsfilm

BiLD 1. Modell der ebenen Platte mit Fliissigkeitsfilm.

schematisch dargestellten Modellfall durch fol-
gende Gleichungen beschreiben :

Kontinuitit :

d(pu) | d(pv)
0x + dy -

0. (1)
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Impuls:

u, o a
P TP dy 0y Koy
Konzentrationskontinuitét :

c de, 0 de,
T )

pu—=
ox

()

Energie:

c@ﬂ+€§_ii§
P\ TPy T oy oy
dc,

- [hy — hz]) pDyy——.
y y
Hier bedeuten: u, v Stromungsgeschwindigkeit
in x- bzw. y-Richtung, p Gemischdichte, u
dynamische Zihigkeit des Gemisches, ¢; Kon-
zentration des Stoffes 1 im Gemisch, ¢, spezi-
fische Wirme des Gemisches bei konstantem
Druck, D,, molekularer Diffusionskoeffizient
bei Diffusion des Stoffes 1 in den Stoff 2, 4
Wirmeleitfihigkeit des Gemisches und hy, h,
Enthalpie des Stoffes 1 bzw. des Stoffes 2 ohne
Beriicksichtigung der Strémungsarbeit.

Zur Losung dieses Differentialgleichungs-
systems stehen folgende 7 Randbedingungen zur
Verfligung:

@)

y=0:
u=0 V=0,
y=c0:
Uu=u,

T=T,

€i=C10

T=T,

C1=C15=0
(5)

Die strenge Theorie erfordert jedoch, die Vorder-
kante der Platte von der Rechnung auszuneh-
men [4].

Durch Einfiilhren von Ahnlichkeitspara-
metern werden diese partiellen Differential-
gleichungen in gewdhnliche Differentialglei-
chungen zuriickgefiihrt. In Anlehnung an Faul-
ders [22] schlug Fichtel [18] folgende Ahnlich-
keitsparameter vor:

(6)
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mit
y
z = [p/p, dy.
0

Fiihren wir jetzt eine Stromfunktion ¥ (x, y, t)
in Kontinuititsgleichung (1) ein, so erhalten wir

pu=p v
.
o )
PO == Puso
sodass
b = (X0 ))
und
u = Juf'(n) ®
SN - U

Im folgenden wird vereinfachend fiir f(n): f,
f'(m): f' usw. gesetzt. Ferner fithren wir fiir die
dimensionslose Konzentration den Parameter

_ €1 — C1o 9)

Ciw — C10

Qn)

und fiir die dimensionslose Temperatur den
Parameter

- Ty
T - T

(n) = (10)

ein. Damit erhalten wir aus Gleichung (2)+4)
folgendes System gewodhnlicher Differential-

gleichungen:
d|/ pu
+ — " =0,
dn [(pwuu)f ]

d
gl

[eio(1 — Q)(cpi/cpy — 1) + 11/

Cp2 dn(owuw )

ﬁ'!l

(11)
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d T,
dn Ec"‘/c” 1)(0 T, - T)]

D
o1z PE o —0 (13)
) V Pl
mit den Randbedingungen
n=0:
f=f [f =0 Q=0 0=0
n=o0:
f/ = 2 Q = 1 9 = 1,

wobei vorausgesetzt wird, dass c,, unabhingig
von der Temperatur konstant ist, was fiir Luft
im interessierenden Temperaturbereich von 0
bis 500°C etwa erfiillt ist, und die Anstrém-
geschwindigkeit so klein ist, dass die entstehende
Reibungswirme vernachldssigbar ist. Ferner
wurde

hy, — hy = Te,(cpi/cpr — 1) (14)
eingesetzt und c, nach [23] aus
Cp = Cp1€1 T+ CpaCy (15)
errechnet, worinc, = 1 — ¢, (16)
sodass
¢, = cpaleilcpi/c,, — 1) + 1] 17

4. DER FALL KONSTANTER KOEFFIZIENTEN

Setzt man konstante Stoffeigenschaften voraus
und nimmt an, dass sich die Gase bzw. Dampfe
ideal verhalten, so vereinfachen sich die
Gleichungen (11)(13). Setzt man nach Chap-
man-Rubesin [9]

up = PP, = konst., (18)
so erhilt man aus der Impulsgleichung:
e f=0 19)
und unter der Voraussetzung, dass
A Sc = konst., (20)

12
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also weder von y noch von x abhingt, als
Konzentrationsgleichung

Q'+ ScQf=0. 1)

Nehmen wir ferner an, dass die Diffusion mit
keinem Wirmetransport verbunden ist, so
erhidlt man nach Einfithrung der Prandtl-Zahl,

ue,

Pr=—

7 (22)

wenn ¢, = c,, = konst,, Pr=Pr, =Pr, =
konst. als Energiegleichung

0"+ Préf = 0. (23)

Das aber ist die bekannte Form der Energie-
gleichung fiir die ebene Platte mit Wirmeiiber-
gang, Die Randbedingungen fiir das System der
Differentialgleichungen (19), (21) und (23) lauten

-2
n=0: fo= TMJ(Rex) = konst.
fo=0 =0 8,=0
"= oo (24)
fo=2 Q=1 6,=1

Wenn man aus einer Platte ein gasformiges
Medium ausblist, so ist der Mengenstrom des
ausgeblasenen Gases unabhingig vom Wirme-
iibergang und kann in bestimmten Grenzen
variiert werden. Damit erhalten wir aber auch
fir unendlich viele Werte von f,Losungen. Fiir
den Fall, dass das ausgeblasene Gas und das
stromende Medium gleiche Figenschaften
haben, geben Hartnett und Eckert [6] Dia-
gramme an, die den Einfluss des Ausblaspara-
meters f, aufzeigen.

Bei der Verdunstung eines Fliissigkeitsfilms
stellt sich jedoch, da der Stoffiibergang mit dem
Wirmeiibergang gekoppelt ist, fiir jedes Tem-
peraturverhdltnis T,/T,, ein einziger Wert von
Jo ein, wobei es fiir jede Gastemperatur T, bei
gegebener Zuflusstemperatur 7,, nur eine
zugehorige Temperatur T, gibt.

Die Bestimmung des Wertes von f;, erfordert
die Kenntnis des Massenstromes des ver-
dampfenden Stoffes 1

FRITZ EISFELD

. 1

Mo = Polo = — %Pm“m\/(Te)fo' (25)
Der Dampfstrom ldsst sich mit Hilfe des 1.
Fickschen Gesetzes bestimmen :

D,, (dc,
1 —co\0y/%

Setzt man den Parameter {X#) der dimensions-
losen Konzentration ein und eliminiert p,v,,
so erhdlt man fiir die Randbedingung f,
folgende Beziehung:

(26)

Polo = —Po

_ 1 ¢ — ¢y
(Sc)o 1 —cyp

Jo 2. (27)
wobei die Annahme ¢, ,, = 0 zuldssig ist. Damit
iiberhaupt ein Stoffiibergang erfolgen kann,
muss der Oberfliche des Fliissigkeitsfilms Ener-
gie durch Wiarmeiibergang zugefiihrt werden.
Unter den getroffenen Annahmen muss die
Wirme von der Aussenstromung iibertragen
werden. Da ausserdem die kinetische Energie
der Stromung vernachldssigt werden kann,
ergibt sich folgende Energiebilanz, bezogen auf
den Mengenstrom je Einheitsfliche m [6, 7] :

ry(hio — hy) = ATy, — To)

+ g, + povo (ho — h30):  (28)
wobei hy, die Enthalpie des abstrémenden
Dampfes, h; die Enthalpie der zufliessenden
Fliissigkeit und h7, die Enthalpie des stromen-
den Mediums und g, dic Warme, die durch
Strahlung auf den Film tibertragen wird, sind.
Da gilt

Mig = Polo = My

und die Wirmeiibergangszahl o wie folgt de-

finiert ist
A <6T
6= =] ;
Tao - TO ay 0

lasst sich Gleichung (28), wenn man die Strah-
lungswirme g, vernachldssigen kann, schreiben

(29)
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hJ " ’ aT
riyolhio — hi) = 4o (6—y>°

+ 1y o(Ty — 273,15) (¢cpy — C€p2)- (30)
Nach Einfithrung des Parameters &(n) erhilt
man daraus den Dampfstrom

. 1
Mio = Polo = 5
Ao (T,, — To)

X
(hlo — hy) — (T — 273,15)(cp1 — ¢p2)
Po
x —

uoo ’
; (V Y)eo. 31)

Setzt man voraus, dass pu,, = polo = konst.
und substituiert obige Gleichung in f,, so
ergibt sich

(Too - TO)
(ho — hy) — (T — 273,15) (c,y — €p2)

fo=-

Cpo
L= 0. 2
x pb (D)
Aus der Verbindung von Gleichung (32) mit
Gleichung (27) erhilt man eine Beziehung zur
Bestimmung von T, wenn die Temperatur an
der Filmoberfliche T, bekannt ist

T, =10
Cao
o B0 = 1) = (To = 273.15) (¢ — ¢p))
CPO
QI
x24Ty (33)
6o

Fir Le =1 ist Q; = 8,. Vernachldssigt man
ausserdem die Wirmeiibertragung durch Dif-
fusion, so ergibt sich:

7. = S0 o~ M

© + T, (34)

C20 Cpo

oder bei Benutzung der Partialdriicke anstelle
der Konzentrationen

hio — hy M

10 ! —i + To.

T __ PP '
M,

1= pop’ Cpo

(34a)
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Will man die aus den Ahnlichkeitsbetrachtungen
berechneten Ergebnisse mit gemessenen Werten
vergleichen, so muss man wieder auf dimensions-
behaftete Parameter riicktransformieren.

Aus
dy =2°8= ("ﬂf)dn (35)
p U
erhilt man durch Integration
2 p
=——x|2dy. 36
Y= JRe) J1 p ()

(o}

Setzt man ideales Gasverhalten voraus, so gilt

P T, 1
r = 37
o~ T oMM, =D+l )

und nach Einfithrung der Paramerer 6 und Q
lasst sich die mit x dimensionslos gemachte
Grenzschichtdicke aus Gleichung

n
0__2 [To/T, + (1 — Ty/T,) 8]
X = \/(Rex) 0/t o 0/ 1w

x [c1o(l — Q)(My/M; — 1) + 1] dn (38)

berechnen.

5. BERUCKSICHTIGUNG VERANDERLICHER
STOFFEIGENSCHAFTEN

Die Annahme, dass die Stoffeigenschaften
des stromenden und des von der Plattenober-
fliche aufsteigenden Mediums konstant oder
sogar gleich sind, lisst sich fiir den allgemeinen
Fall nicht aufrechterhalten, besonders wenn es
sich um einen Verdampfungsvorgang handelt.
Im folgenden wird nun beschrieben, wie sich
die von Konzentration und Temperatur abhiin-
gigen Eigenschaften erfassen lassen. Das System,
bestehend aus den Differentialgleichungen (11)-
(13), enthilt einige auf die Stoffeigenschaften
bezogenen Grossen, die als Funktionen von 7
dargestellt werden miissen. Das sind:

pu
Poobhoo

= &(n), (39)
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%
— = Sc¢, (40
D, )
pu Dy, p A p 1
—=— = — .= =), 41
Polls VP He P2 A ) )
pA
= {*(n), 42
Pk ) “2
[610(1 - Q)(cpl//cpl - 1) + 1] CpZ = 6*(’7)5
4
und (43)
Cpi
(g*z - 1) (T, — To) 0 + Tol = x(n), (44)
14
wobei
A= A2 (45)
p2D,

das Austauschverhiltnis, eine Grosse ist, die das
Verhiltnis von Wirmeiibergang zur Verdun-
stungszahl fir den laminaren Fall angibt.
Kienzl [2] hat gezeigt, dass es fiir eine Anzahl
von Stoffpaaren, z. B. Kohlenwasserstoffen—
Luft, eine Konstante ist. Damit erhilt man fiir

das  Differentialgleichungssystem  folgende
Form:
+ ’
R L N
Q”+szQ’=O, 47)
4 O-*f + C*’ ’ ( ’ 4
mit
€10Cp2
= 4
N o (49)

In den Koeffizienten treten Dichte p, dynamische
Zihigkeit 4 und Wiarmeleitzahl 4 des Gemisches
auf. Die Gemischdichte lédsst sich mit Hilfe von
Gleichung (37) berechnen. Nach [24] gilt fiir
die Zihigkeit eines Gasgemisches:

Hi Ha

= + (50)
L+ xy/xi¢, 1+ X%,

U
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mit
b1, = (M o/ M (g 1) + 113(M M)
" A2 (1 + MM ) ’
(51)
b =0 —“1— (52)
U (i) My M,
x_1= Cy ﬂz__ (1—9Q)cyp &
X, l—c¢, M, 1-(1=Q)c,y M,
M,
= f()—=. 53
Fi@5 6
Fasst man weiter zusammen
B (MM, )}
K=y + . ©Y
; 1 , 2
s < MM ) + 12 o
Ky
fix(0) = p, . K. f(0), (56)
fr0) = E=, (57)
Hy
Heo
x(0) = ==, 58
Sf3x(0) o (58)

so erhidlt man fiir die dynamische Zihigkeit des
Gemisches eine von 7 bzw. Q) und &)
abhangige Funktion

1
Six(Q) frx(0) 1y, + f1%(Q)/ 1o
+ 1
S3x0) o + f1%(Q). fi(OM /M, 1p,
und fiir den Koeffizienten &()

1
[To/Te + (1 — Ty/T,) 6]
1
(A= QoMM — 1) + 1]

1= fi¥(€2)

(59)

&) =

X
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N [ My/M, . fix(L)
MM . fi2(Q).f,+(6) + f,+(6)

1
* o) T @70 ] (€0

Nach [24] ldsst sich die Wirmeleitfahigkeit
eines Gasgemisches aus

A =3 + Am) (61)
mit
Aam = X1 A +X,. 4, (62)
1 Xy X,
hom AL Ay (€3)
berechnen.

Da x; + x, = 1, lasst sich unter Benutzung
von Gleichung (53) Gleichung (61) als Funktion
von 7 schreiben und zusammenfassen, wenn man
einfithrt

MM (1~ Q)c;o

S0 = 1-Qci oMM +1 (1 - 9)010’
(64)

Jax(0) = (4,2, — 1), (65)

fsx(0) = (A5/4, = 1), (66)

1
A= 5'12 [fz*(g) Jax(0) + 1

1
T @ IO+ 1]' (67)

den Koeffizienten {(1) wie folgt ausdriicken :
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und fiir x(n)

1) = T(cp/c,, — 1)

x [(1 - To/T)0 + To/T,).  (70)

Hierin sind die von 0 abhingigen Grssen 4,
und (c,;/c,, — 1) enthalten. Handelt es sich
bei dem strémenden Medium um Luft, so lisst
sich fiir den oben angegebenen Giiltigkeits-
bereich mit geniigender Genauigkeit A, als
lineare Funktion von 6 darstellen. Das gleiche
giltfiir (¢, /cpp — 1).

Die Berlicksichtigung nicht konstanter Eigen-
schaften bedeutet, dass zur Bestimmung der
Randbedingung f, die Gleichung (32) nicht
benutzt werden kann, sondern durch die
Bezichung
f _ (Too - TO)
°- hy) + (Ty — 273,15)(c,; — Cp1)

(W —

C )/
x ﬁ%co.eo (1)

zu ersetzen ist. Fiir die Temperatur erhilt man
durch Verbindung mit Gleichung (27) und
Einfithrung der Partialdriicke anstelle der Kon-
zentrationen

T o _Pio/P M,
* 1 —po/pM,
y (hio — 1Y) + (To — 273,15)(c,2 — ¢;1)

Cpo

Damit lasst sich die Bestimmungsgleichung fiir y ﬂ) % +T (12)
Sc)y 0, *
1 A0
= - 10 ©9)
ot -4 [—‘—0 + (1 - —°>0]. [(1 — QoMM — 1) + 117
T, T,
Auf dhnliche Weise erhélt man fir den Koeffizienten {*()
1 2,(6
) = 5 . el (®9)
T2+ (1=22)0]. 11 — Qcyo MM, — 1) + 1]
T, T,
1
x | [22(Q) f4x(6) + 1 +———J.
[2 * (@ fs-(6) + 1
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6. DIE LOSUNG DER
GRENZSCHICHTGLEICHUNGEN

Die Berechnung der Grenzschichten beginnt
mit der Bestimmung der Temperatur T, und der
Randbedingung f,. Sind T, und die Ober-
flichentemperatur T, bekannt, kdnnen die
Koeffizienten ermittelt werden. Fiir den Fall
konstanter Stoffeigenschaften bereitet die
Losung der Differentialgleichungen (19), (21) und
(23) keine allzu grossen Schwierigkeiten.
Allerdings lasst sie sich nicht in geschlossener
Form darstellen. Jedoch stehen fiir die nu-
merische oder analoge Losung heute entspre-
chende elektronische Rechenanlagen zur
Verfiigung. Zur iterativen Losung der Gleichung
(19) haben schon Piercy und Preston (25) ein gut
konvergierendes Verfahren vorgeschlagen, bei
dem zunichst die Gleichungen integriert werden.
Man erhélt dadurch als Losungsgleichung fiir
die Stromung :

.',f' {.il exp[— if(n) dn] dn} dy

fin) = fo + 222 . (73)
[ exp [—[ An)dn] dy
0 0
und fiir die Konzentration
f exp [~ Scfim) dn] dn
Qn) = (74)

Bei der Energiegleichung hat man in Gleichung
(74) lediglich Sc durch Pr zu ersetzen.

Zur Losung der Grenzschichtgleichungen bei
nicht konstanten Stoffeigenschaften wurde bei
dieser Arbeit eine Analogrechenanlage, beste-
hend aus EAI PACE 231 R und EAI PACE 580,
benutzt. Ein numerisches Losungsverfahren ist
in Vorbereitung. Zunichst wurden, sofern fiir
T,, keine gemessenen Werte vorlagen, f, und
T, nach den Gleichungen (32) bzw. (34)
bestimmt. Sodann wurdendie Funktionen f1,(£2),

S21(R), f14(0). f24(0), f34(0), fa4(0) und Ss+(0) fiir

den zutreffenden Konzentrations- und Tem-
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peraturbereich mit Hilfe von Tabellenwerten
oder entsprechenden Ausgleichspolynomen
berechnet und in Funktionsgeneratoren ein-
gegeben. Die Bestimmung von p und 2 mittels
der Beziehungen der kinetischen Gastheorie
fir das Starrkugelmodell ist bei den hier
interessierenden Stoffen, Luft und Kohlen-
wasserstoffddmpfen nicht méglich. Die Gréssen
(cp1/cpa — 1) und A, wurden als linear von 6
abhidngige Funktionen in die Rechnung
einbezogen, was im untersuchten Bereich
zuldssig ist. Der Rechenvorgang wurde so lange
wiederholt, bis die einzelnen Werte f, und T,
mit den aus Gleichungen (71)und (72) ermittelten
iibereinstimmten. Vorgegeben wurde immer die
Temperatur an der Filmoberfliche T;,.

7. ERGEBNISSE

Die Ergebnisse sollen an zwei Beispielen der
Verdunstung eines Benzolfilms in Luft bei Ober-
flichentemperaturen von T, = 293,15°K und
T, = 313,15°K diskutiert werden. Bild 2, 3 und
4 zeigen dafiir die dimensionslosen Geschwindig -
keits-, Konzentrations- und Temperaturprofile.
Man erkennt den grossen Einfluss der Ober-
flaichentemperatur T, also letzten Endes der

24

20—

8

:||3
NI 7, = 313,05 °K
KN Ty= 293,15 °K

0,81

QA

| | L |
o] ! 2 3 4 5
m

BiLp 2. Dimensionsloses Geschwindigkeitsprofil der eben
Platte bei Verdunstung von Benzol.
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Gastemperatur T,. Steigt T, an, so nehmen
Impuls-, Konzentrations- und Temperatur-
grenzschicht zu.

Zum Vergleich ist das FErgebnis einer
Rechnung mit konstanten Stoffeigenschaften,
bezogen auf die Anfangswerte von &, {, {* nach
Gleichungen (19), (21) und (23) gestrichelt
eingezeichnet. Obwohl die Impulsgleichung
noch sehr gut wiedergegeben wird, sind doch
die Abweichungen bei der Konzentrations- und
Energiegleichung beachtlich. Was den Diagram-
men 2, 3 und 4 jedoch nicht zu entnehmen ist,
ist die Tatsache, dass die Gradienten an der
Filmoberfliche von Geschwindigkeit, Konzen-
tration und Temperatur von denen bei Beriick-
sichtigung verdnderlicher Stoffeigenschaften
stark differieren. Somit ergibt sich bei Rechnung

1,2
1,0
~
7
0,8 /
. /.
G|
‘_’8 7o =313,15 °K
g 08
" Ty = 293,15 °K
(]
0,41—
0,2—//
| | ] |
o] | 2 3 4 5
7

BiLp 3. Dimensionsloses Konzentrationsprofil der ebenen
Platte bei Verdunstung von Benzol.

mit konstanten Koeffizienten ein anderes Tem-
peraturverhiltnis T,/T,. Bild 5 zeigt die
Abhingigkeit der Filmoberflachentemperatur T,
von der Gastemperatur T,, bestimmt nach
Spalding [26], Orth [21], nach dem Differential-
gleichungssystem Gleichungen (46), (47), (48)
sowie nach Messungen von Splettstosser und
Schultz [27]. Die nach Gleichung (72) berech-
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1,2
1,0t—
a
,
0,8[— /
T Wosf / 7, =313,16 °K
N[ / 7, = 293,15°K
ot
0.2
| | | |
o] } 2 3 4 5
n

BiLp 4. Dimensionsloses Temperaturprofil der ebenen
Platte bei Verdunstung von Benzol.

°C

873,I‘:’>l0

T T T 77 1°®
773,15} / / 1500
673,51 / / —{a00

¥ //

B ’ ©
573,15 —300 °
4735 —200
3735 —{i00
273,15 1 | ] J o

28315 2935 3035 33)5 32305  333)5
B °K

BiLD 5. Abhidngigkeit der Filmoberflichentemperatur T,
von der Gastemperatur T, nach

~ - D. B. Spalding [26]
—-— H.W.Orth [21]
— GL.(72)
@ Messwerte von W. Splettstdsser u. K. J. Schultz [27].

neten Werte von T, stimmen mit den
Messwerten sehr gut iiberein. Gleiches gilt fiir
den berechneten Verdampfungsmengenstrom
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16
14
1,2 To =313,15 °K
7o =293,15 °K
1,0
2
T, =293,5 °K o
wn ° o
o8 T,2313,15 °K =
W s °
(]
~x
0,6
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\\\Q)=NBJ5°K
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| I | i
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BiLp 6. Abhingigkeit der Koeffizienten &, {, {* von n bei
Verdunstung von Benzol.

0.8

06

8 \ro=3|3,|5 °K
~
> 04
N7, =293,15°K
02
l | ] |
) [ 2 3 4 5
n
BiLb 7. Abhiangigkeit /T von g bei Verdunstung von
Benzol

r,. Die Verdnderlichkeit der Koeffizienten &,
{,{* zeigt Bild 6, wihrend in Bild 7 die Abhiingig-
keit x/T,, von n fiir obige Beispiele dargestellt ist.
Die grosste Anderung tritt bei { auf, dessen

FRITZ EISFELD

Reziprokwert der Sc-Zahl adiquat ist. Die
Variation wird bei allen Koeflizienten mit
zunehmender Temperatur T,, grésser. Die Funk-
tion ofn) ist hier nicht dargestellt, da sie bei
obigen Beispielen quasi konstant unabhingig
von 7 ist. T,, beeinflusst ebenfalls Gleichung (38),

X 6}7 - °K
gm 70-3I3,I5_ N

7 =293 15°%K. .
0 \\\

N

Bip 8. Abhingigkeit des Wertes y/x../Re,/2 von y bei
Verdunstung von Benzol.

mit deren Hilfe man auf die dimensions-
behaftete Grenzschichtordinate y umrechnen
kann. Diesen Zusammenhang zeigt Bild 8.

8. SCHLUSSBETRACHTUNGEN

Die Kenntnis der Vorginge bei der Verdun-
stung eines Fliissigkeitsfilms, {iber den heisses
Gas hinwegstromt, ist fiir Entwicklung von
Filmverdampfungsbrennkammern von wesent-
licher Bedeutung. Um eine Vorstellung iiber
die Verhéltnisse in der Grenzschicht iiber einem
Kraftstoffilm, den Temperaturzustand und den
Dampfmengenstrom zu erhalten, wurde
zunidchst das Modell der ebenen Platte in
laminarer Parallelstromung behandelt. Die
Schwierigkeit lag dabei darin, dass die verdnder-
lichen Stoffeigenschaften beriicksichtigt werden
miissen. Die Vereinfachung konstanter Ko-
effizienten in den Grenzschichtgleichungen ist
in ‘diesem Fall, wie die gerechneten Beispiele
zeigen, nicht zuldssig. Die oben aufgesteliten
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Gleichungen beriicksichtigen deshalb die Tem-
peratur- und Konzentrationsabhingigkeit der
Stoffwerte. Die analytisch gewonnenen Er-
gebnisse stimmen gut mit Messwerten iiberein,
was die Zulissigkeit der gemachten Annahmen
bestitigt. Die Losungen der Gleichungen liefern
ausserdem Angaben iiber den Wirmeiibergang
und die Verdunstungsmengen, so dass es
moglich ist, fiir die Anwendung in der Praxis
Optimierungen vorzunehmen.
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THE CALCULATION OF BOUNDARY LAYERS FOR SIMULTANEOUS HEAT AND MASS
TRANSFER IN AN EVAPORATING LIQUID LAYER ON A FLAT PLATE IN PARALLEL FLOW
WITH TEMPERATURE DEPENDENT PROPERTIES

Abstract—For a parallel flow along a flat plate having a thin fluid film the equations of the momentum,
concentration and energy of the boundary layer for laminar flow are given. The method of similar solutions
is used. Following assumptions are made : The plate is heat insulated, the gas temperature is so low that the
thermodiffusion can be neglected, and the flow velocity is so low that the dissipation is unimportant.
The investigations are restricted on the evaporization of substances for which the ratio (a/) of heat transfer
coefficient to evaporization coefficient is constant. At first, the case of constant properties of substances
is treated. Then, the variable values of substances are considered and the equations for the properties of
mixture are given starting from the tabulated values or corresponding polynomials of Jeast error for pure
substances. By means of an example it is shown to what extent the results with variable thermodynamic and
transport properties differ from those with constant properties. Finally, the dependency of T, on the tem-
perature T, determined according to the given equations is compared with values calculated by other
methods and with experimental results.

LE CALCUL DES COUCHES LIMITES A PROPRIETES DEPENDANTES DE LA
TEMPERATURE POUR DES TRANSFERTS SIMULTANES DE CHALEUR ET DE MASSE
DANS UNE COUCHE LIQUIDE S’SEVAPORANT SUR UNE PLAQUE PLANE SANS
INCIDENCE

Résumé—Pour une plaque avec un film mince de liquide qui évapore dans un écoulement paralléle les
équations de la couche limite laminaire pour la vitesse, la concentration et ’énergie sont données. Dans les
équations la méthodes des solutions analogues est utilisée. Il est supposé que la plaque est imperméable
pour la chaleur, la temperature de gaz est si basse que la thermodiffusion est négligeable, la vitesse d’écoule-
ment est si petite que la dissipation est sans importance. En plus on se limite & I’évaporation des substances
pour qui le rapport (a/p) du coefficient de transfert de la chaleur au coefficient d’évaporation est constant.
Le cas des proprietes constantes est traité au debut, puis le cas des propriétés variables et les équations
pour les propriétés du melange sont données. Der valeurs de tables ou des polyndmes d’approximation
pour des substances pures sont utilisés. Un example montre les résultats différents pour les propriétés
variables et les propriétés constantes. Enfin la dépendance de la temperature T, de T, trouvé par les
équations données dans cette publication est comparée avec des valeurs calculé par d’autres méthodes et
avec des résultats des expériences.

PACYET XAPAKTEPUCTUK COBMECTHOI'O TENJO-U MACCOOBMEHA
B [IOTPAHUYHOM CJIOE UCHAPAIOMENCA HKUIKOCTH HA
MMPOOJBbHO — OBTEKAEMON IIJIOCKON NJACTHUHE B CPEJE CO
CBONCTBAMU, 3ABUCAIIUMU OT TEMIIEPATYPLI

AHHOTANUA—DBHIIOIHEHO AHAIUTHYECKOE MCCIeOBAHME COBMECTHOTO TeMyO-M MaccooOMeHa
[IPOJ0JIbHOO0TEKAEMO ILIOCKON ILTACTHHBI, IOBEPXHOCTh KOTOPOIl MOKPHITA TOHKOM TLIEHKOMH
UAKOCTH, AHAuN3 6asupyeTcA HAa CHCTeMe yPaBHEHWIl KOJUYeCTBA JBUKEHMA, KOHIEH-
TpaLUy ¥ BHEPTUH IJIA JAMUHAPHOTO NOrPAaHUYHOTO ¢JI0A. Mcnoubsyerca METOX aBTOMOEIb-
HEIX pellleHMii U NPUHUMAIOTCA CJeRyollle RONYINEHUA: INIACTHMHA TeMJIOHU30JIMpOBaHA,
TeMIepaTypa rasa ROCTaTOYHO HUBKA, TAK YTO TepMomguddysueit MoHO npeHeGpedb, puc-
CUTNANMA MeXaHWYeCKOW SHeprumu HecyljecTBeHHAa. VccienoBaHuAa orpaHnyeHH HCIApEHHEM
BelleCh, [JiA KOTOPHIX CNPAaBEJINBO IOCTOAHCTBO OTHOLIEHNA Koa(QUIMeHTa TeNnoo0MeHa K
koadpunmenty ucnapenus (ofr). CHavama paccMaTpmBaeTCA Ccaydall MOCTOSHHEIX (usn-
4eCKUX CBOWCTB. 3aTeM MINETCA pellleHue [Jf MepeMeHHbIX CBONCTB U NPUBOAATCA YPABHEHHA
AJIA CBOHCTB cMecH, MCXOAA M3 TaOyIMpPOBAHHHX B3HAYeHUHl MJIM COOTBETCTBYOIIMX MOJH-
HOMMAJIBbHBIX ANNPOKCUMAIMIt IJIA YUCTHIX BemecTB. IIpuBejeH npumep AaA WILIOCTPAIMK
TOr0, HACKOJIBKO Pe3YJIbTATH N0 NepeMeHHbIM TePMORMHAMMYECKNM W IePEeHOCHHM CBOHCTBAM
OTJMYAIOTCA OT Pe3yJbTATOB MO INOCTOAHHBIM cBoifcTBaM. HakoHen, saBucumocTh T OT TeM-
neparyphl T, ONpefieAeMOil MO JAaHHBIM YPABHEHMAM, CPABHHUBAETCA CO 3HAUEHHAMH,
PACCYMTAHHKIMH APYTHMU METOJaMM, a TaKMe C DKCTIePMMEHTATLHBIMY TaHHBIMH,



