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Z~ammenfassung-Ftir eine parallel angestriimte ebene Platte, auf der sich ein diinner Fltissigkeitstilm 
betindet, der verdunstet, werden die Gleichungen der Impuls-, Konzentrations- und Energiegrenzschicht 
fiir laminare Striimung angegeben. Es wird das Verfahren der iihnlichen Liisungen benutzt. Dabei wird 
vorausgesetzt, dass die Platte warmeundurchllssig ist, die Gastemperatur so niedrig liegt, dass die Thermo- 
diffusion vemachlgssigt werden kann und dass die Striimungsgeschwindigkeit so klein ist, dass die 
Dissipation unbedeutend ist. Ausserdem wird sich beschriinkt auf die Verdunstung von Stoffen, fir die 
das Verhaltnis (a/u) der W&rmetibergangszahl zur Verdunstungszahl konstant ist. Zunachst wird der Fall 
der konstanten Stoffeigenschaften behandelt. Sodann werden die veranderhchen Stoffwerte berticksich- 
tigt und Gleichungen fiir die Eigenschaften des Gemisches angegeben. Ausgegangen wird dabei von 
Tabellenwerten beziehungsweise entsprechenden Ausgleichspolynomen fiir reine Stoffe. Anhand von 
einem Beispiel wird gezeigt, wieweit sich die veranderlichen Stoffeigenschaften im Vergleich zur Annahme 
konstanter Stoffwerte auswirken. Schliesshch wird die nach den angegebenen Gleichungen ermittelte 
Abh%ng&keit der Temperatur r, von r, mit nach anderen Methoden berechneten Werten und Messergeb- 

nissen verglichen. 

BEZEICHNUNGEN f24Q 

Austauschverhaltnis Gleichung (45) fi@)v 
[kcal/kg grd] ; f249, 

Massenkonzentration bez. auf f34@ 
Gesamtmasse ; .ia)Y 
spezifische Warme bei konstantem fsm 
Druck [k&/kg grd] ; 99 
Diffusionskoeffiient der molekularen h, 
Diffusion [m2/s] ; h’, 
Diffusionskoeffizient der Thermo- h”, 
diffusion [m2/s] ; 
Stromfunktion Gleichung (6) verein- K,*, 
facht f t?ir f (q); K12, 

Stromfunktion an Stelle q = 0 Le, 
Gleichung (24) ; M, 
Hilfsfunktion Gleichung (53) ; fi, 
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Hilfsfunktion Gleichung (64) ; 
Hilfsfunktion Gleichung (56); 
Hilfsfunktion Gleichung (57) ; 
Hilfsfunktion Gleichung (58); 
Hilfsfunktion Gleichung (65) ; 
Hilfsfunktion Gleichung (66) ; 
Erdbeschleunigung [m/s21 ; 
Enthalpie [k&/kg] ; 
Enthalpie der Fhissigkeit [kcal/kg] ; 
Enthalpie des Dampfes bzw. Gases 
[kcal/kg] ; 
Konstante Gleichung (49) [kcal/kg] ; 
Konstante Gleichung (54) ; 
Lewiszahl Le = SclPr ; 
Molekulargewicht [kg/kmol] ; 
Stoffstrom [kg/m’s] ; 
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Gesamtdruck [kp/m’] ; 
Prandtl-Zahl Gleichung (22) ; 
Warmestrom je Flacheneinheit [kcal/ 
m’h] ; 
Strahlungswarme je Flacheneinheit 
[kcal/m2h] ; 
Schmidt-Zahl Gleichung (20) ; 
Temperatur [“K] ; 
Geschwindigkeit in x-Richtung 
[m/s] ; 
Geschwindigkeit in y-Richtung 

[m/s]; 
Koordinate parallel zur Plattenober- 
flache [m] ; 
Konzentration bezogen auf das Volu- 
men ; 
Koordinate senkrecht zur Platten- 
oberfliche [m] ; 

[P/P, dY [ml; 
Warmetibergangszahl [kcal/m’h] 

grdl ; 
Grenzschichtdicke [m] ; 
Koeflizient Gleichung (41) ; 
Koellizient Gleichung (42) y 

[kcal/kg grd] ; 

Ahnlichkeitsparameter Gleichung (6) ; 
Ahnlichkeitsparameter der Energiegl. 
Gleichung (10) ; 
Warmeleitzahl [kcal/m h grd] ; 
dynamische Zahigkeit [kg s/m’] ; 
kinematische Zahigkeit [m’js] ; 
Koellizient Gleichung (39) ; 
Dichte [kg/m31 ; 
Verdunstungszahl [kg/m’ h] ; 
Koeflizient Gleichung (43) [kcalikg 

@I ; 
Dissipationsfunktion ; 
Hilfsfunktion Gleichung (51) ; 
Hilfsfunktion Gleichung (52) ; 
Koeffiient Gleichung (39) ; 
Stromfunktion Gleichung (8) ; 
Ahnlichkeitsparameter der Konzen- 
trationsgl. Gleichung (9). 

bezogen auf die Oberfllche ; 

;“’ 

2: 

bezogen auf die ungestorte Strijmung ; 
Staff 1; 
Stoff 2. 

1. EINLJXITUNG 

Ftia DIE Behandlung der laminaren Grenz- 
schichtgleichungen sind viele Verfahren vor- 
geschlagen worden. Die meisten befassen sich 
mit gihnlichen Losungen. In neuerer Zeit sind 
aber such allgemeine Liisungen behandelt 
worden, so von Wuest [l]. Meistens werden 
Ergebnisse l?ir spezielle FHlle angegeben. Auch 
in dieser Arbeit wird .ein Einzelproblem be- 
handelt, nlmlich die Grenzschicht tiber einer 
parallel angestriimten ebenen Platte, auf der 
sich ein Fltissigkeitsfilm belindet, der verdunstet. 
Es werden dabei ahnliche Liisungen angegeben 
fur den Fall, dass das Verhaltnis von WHrme- 
tibergangszahl zur Stoffaustauschzahl (oljcr) [2, 
31 konstant ist. Auf die weiteren Einschrankun- 
gen wird spater hingewiesen. 

Ausgangspunkt sind stets die Navier- 
Stokesschen Gleichungen, die man in ihrer 
vereinfachten Form such als Prandtlsche 
Grenzschichtgleichungen bezeichnet. Schlich- 
ting [4] beschrankt sich im wesentlichen in 
seiner umfassenden Grenzschichttheorie auf die 
FBlle der Stromungsgrenzschicht einschliesslich 
Ausblasen und Absaugen und der Temperatur- 
grenzschicht ohne Einfluss der Diffusion. Walz 
[5] behandelt zwar Striimungs- und Tem- 
peraturgrenzschichten, aber such er befasst 
sich nicht mit Grenzschichten, bei denen Diffu- 
sion auftritt. Der Stoffiibergang wurde u. a. von 
Hartnett und Eckert [6] tir den Fall konstanter 
Stoffeigenschaften untersucht. Hierbei wurde 
angenommen, dass ein Gas mit gleichen Eigen- 
schaften wie das striimende Medium aus der 
Oberfl&che ausgeblasen wird. Eckert [7] gibt 
fur zweidimensionale laminare Striimung fur 
ein Zweistoffgasgemisch ein Differential- 
gleichungssystem an, bei dem er voraussetzt, 
dass die Stoffwerte p, q, D,, und c Grtlich 
veranderlich sind. Grenzschichten mit Dampf- 
bildung untersuchten Cess und Sparrow [8] am 
Model1 einer heissen, durch Wasser angestriim- 
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ten Platte. Bei ihnen ist der Ausdruck p1. 
konstant, was zu einer wesentlichen Verein- 
fachung fiihrt, ebenso wie die Annahme nach 
Chapman-Rubesin [9], dass pp konstant 
angenommen werden kann. Lees [lo] und 
Dorrance [ 111 behandeln Grenzschichten mit 
Wlrme- und Stofftibergang einschliesslich 
chemischer Reaktionen, wobei sie sich besonders 
mit dem Fall einer Lewis-Zahl befassen, die 
nicht oder nur wenig von b = 1 abweicht, so 
dass q = - A/c, dh/dy, ein Ausdruck, der sich 
sehr gut fur die Behandlung von Warmetiber- 
gang und Stoffaustausch bei chemischen Reak- 
tionen benutzen lasst. Der Fall einer Grenz- 
schicht mit Stoffaustausch und Verbrennung 
bei konstanten Stoffeigenschaften wurde unter 
vereinfachten Annahmen von Tze-Ning Chen 
und Tau-Yi Toong [12] behandelt, die davon 
ausgingen, dass die Verbrennung in einer 
unendlich dtinnen Schicht stattfindet. Kays [ 131 
und Luikov [14] geben Energiegleichungen an, 
bei denen sie in einem besonderen Term 
zusatzliche Wirmequellen und -senken 
beriicksichtigen. Luikov erfasst mit diesem Glied 
die Warmekapazitat feiner Tropfchen, die aus 
der Fltissigkeitsoberfhiche herausgerissen wer- 
den und sich in der Grenzschicht befinden. In 
den meisten dieser oben angeftihrten Arbeiten 
und umfassenden Werke werden nur die Aus- 
gangsgleichungen und Losungen fur FIlle 
angegeben, bei denen man mit konstanten 
Stoffeigenschaften rechnen kann oder bei denen 
man Mittelwerte benutzt. Uber ein neues 
Berechnungsverfahren, das sich such fur tur- 
bulente Grenzschichten eignet, berichtet das 
Buch von Spalding und Patankar [ 151. Hierbei 
wird ein Koordinatensystem eingefiihrt, das es 
ermoglicht, mit mijglichst wenigen Punkten 
die Grenzschicht zu erfassen, daher such die 
Bezeichnung “Bikini-Methode”. Bei dem Ver- 
fahren der ahnlichen Liisungen wird davon 
ausgegangen, dass tiber der ganzen Lange x 
die gleichen Ahnlichkeitsbeziehungen fiir 
Stromungs-, Konzentrations- und Temperatur- 
protil bestehen. Wenn das nicht der Fall ist, so 
kann man nach Dewey, Jr. und Gross [ 161 eine 

ortliche hnlichkeit einfiihren. Brown und 
Donoughe [ 171 berticksichtigen die verlnder- 
lichen Stoffeigenschaften fiir den Fall, dass es 
sich bei dem ausgeblasenen und dem striimenden 
Medium urn den gleichen Stoff handelt. 

In einer nicht veriiffentlichten Arbeit schlug 
Fichtel [18] vor, die veranderlichen Stoff- 
eigenschaften mit Hilfe der Beziehungen der 
kinetischen Gastheorie zu erfassen. Eine LSsung 
ftir die Energiegleichung brachte er jedoch 
nicht. Als Verbesserung schlug Ruiz-Urbieta 
[19] eine Methode zur Bestimmung der Tem- 
peraturgrenzschicht vor. Bei diesen beiden nicht 
veriiffentlichten Arbeiten fehlt eine eindeutige 
Beziehung zwischen der Temperatur der 
ungestijrten Gasstriimung und der Temperatur 
an der Fliissigkeitsoberflache. Diese Zusam- 
menhilnge zeigen jedoch Diagramme, die Hess 
[20] fiir konstante Stoffeigenschaften errech- 
nete. Orth [21] berticksichtigt unter verein- 
fachenden Annahmen die verinderlichen Stoff- 
eigenschaften und bringt ein Nomogramm, das 
den Zusammenhang zwischen Konzentration, 
Prandtl-Zahl, Schmidt-Zahl und der Tempera- 
tur im strijmenden Gas und an der Fliissig- 
keitsoberflache zeigt. 

Der vorliegende Bericht berticksichtigt die 
veranderlichen Stoffwerte unter Benutzung von 
Tabellenwerten bzw. der daraus errechneten 
Ausgleichspolynome. Er bringt ferner Glei- 
chungen zur Bestimmung des Temperaturver- 
hlltnisses T,/T, und zeigt, dass es fur jedes 
Verhiiltnis nur eine L&sung gibt. Aber such bei 
dieser Arbeit werden vereinfachende Annahmen 
getroffen. 

2. ANNAHMEN Ftht DAS MODELL 
DER EBENEN PLATTE 

Will man fiir das Problem des gekoppelten 
Wlrmetibergangs und Stoffaustausches bei Ver- 
dunstung eines Fliissigkeitslilms noch mit 
zumutbarem Aufwand l&bare Gleichungen er- 
halten, so muss man such fiir den Fall der 
ebenen Platte vereinfachende Annahmen treffen. 
Deshalb gehen wir von folgendem Modell aus: 
Auf einer ebenen warmeundurchlassigen Platte 
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mit der Warmekapazitit Null betindet sich ein 
gleichmlssiger Fliissigkeitslilm, der sich in Strii- 
mungsrichtung nicht fortbewegt und dem die 
Fltissigkeit durch die Plattenoberflache 
zugeftihrt wird. Der Film ist stabil, d.h. es kommt 
an keiner Stelle zu einer von der Zeit abhiingigen 
hderung des Filmzustandes. Die Gasstromung 
tiber dem Film ist stationlr. Ferner wird sich auf 
inkompressible Stromungen mit massiger 
Geschwindigkeit beschrankt, so dass der Druck- 
gradient dp/dx Null ist und man die Dissipation 
$J vernachlissigen kann. Ausserdem wird vor- 
ausgesetzt, dass die Thermodiffusion gegeniiber 
der molekularen Diffusion unbedeutend ist, was 
bei Temperaturen der Gasstrijmung unterhalb 
von 500°C angenommen werden kann. Weiter 
wird der Auftrieb nicht beriicksichtigt und der 
entsprechende Term Null gesetzt. D.h. die 
vertikale ebene Platte ist bei sehr kleinen 
Anstriimgeschwindigkeiten aus diesen Betracht- 
tungen auszuschliessen. 

3. GRUNDGLEICHUNGEN UND 

~~HNLICHKEITSPARAMETER 

StrSmungs-, Konzentrations- und Tempera- 
turgrenzschicht lassen sich unter den oben 
genannten Annahmen fur den in Bild 1 

A 

U,.T,.P 

x 

FlSssigkeltsfllm 

BILD 1. Model1 der ebenen Platte mit Flilssigkeitslilm. 

schematisch dargestellten Modellfall durch fol- 
gende Gleichungen beschreiben : 

Kontinuitat : 

@PU) + a(P4 o 

ax F=’ (1) 

Impuls : 

au au a au 
Pu&+Pvay=dy P$ * 

( > 

Konzentrationskontinuitat : 

ac 
pu$ + pvdc’ = a pD,, -i 

ay ay [ 01 ay 
Energie : 

(2) 

(3) 

(41 

Hier bedeuten : u, u Stromungsgeschwindigkeit 
in x- bzw. y-Richtung, p Gemischdichte, p 
dynamische Z%higkeit des Gemisches, cr Kon- 
zentration des Stoffes 1 im Gemisch, cp spezi- 
fische WPrme des Gemisches bei konstantem 
Druck, D, z molekularer Diffusionskoeffzient 
bei Diffusion des Stoffes 1 in den Stoff 2, I 
Warmeleitfahigkeit des Gemisches und h,, h, 
Enthalpie des Stoffes 1 bzw. des Stoffes 2 ohne 
Berticksichtigung der Striimungsarbeit. 

Zur Losung dieses Differentialgleichungs- 
systems stehen folgende 7 Randbedingungen zur 
Verftigung : 

y=o: 
u=o u=vo T= To Cl =c10 

y=cxJ: 
u=u, T=‘ T, 

I Cl =Clm =o 

(5) 

Die strenge Theorie erfordert jedoch, die Vorder- 
kante der Platte von der Rechnung auszuneh- 
men [4]. 

Durch Einfiihren von Ahnlichkeitspara- 
metem werden diese partiellen Differential- 
gleichungen in gewijhnliche Differentialglei- 
chungen zurtickgefuhrt. In Anlehnung an Faul- 
ders [22] schlug Fichtel [ 1 S] folgende Ahnlich- 
keitsparameter vor: 

(6) 
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mit 

Ftihren wir jetzt eine Stromfunktion $ (x, y, t) 
in Kontinuit%tsgleichung (1) ein, so erhalten wir 

a* 

(7) 

so dass 

$ = J&. x. dm) 

und 

U = &J’(q) 

I 

(8) 

v=&! 
2P 

Im folgenden wird vereinfachend fur f(q): J 
f’(q) : f’ usw. gesetzt. Ferner fiihren wir fur die 
dimensionslose Konzentration den Parameter 

WI) = 
Cl - Cl0 

(9) 
Clm - Cl0 

und fur die dimensionslose Temperatur den 
Parameter 

T- To 
e(v) = ___ 

Tw-T, 
(10) 

ein. Damit erhalten wir aus Gleichung (2H4) 
folgendes System gewiihnlicher Differential- 
gleichungen : 

ff” + g +-& f” = 0, K )I (11) 

fal +-$&pi] = 0, (12) 

[c,,(l - Q&&2 - 1) + lwJ 

xD,, PP -c,&’ = 0 (13) 
v PC&a3 

mit den Randbedingungen 

9 =o: 
f=fo f’=O 52=0 e=o 

9 = co: 
f' = 2 Q=l e = I, 

wobei vorausgesetzt wird, dass cp2 unabhtigig 
von der Temperatur konstant ist, was fiir Luft 
im interessierenden Temperaturbereich von 0 
bis 500°C etwa erftillt ist, und die Anstrom- 
geschwindigkeit so klein ist, dass die entstehende 
Reibungswlrme vernachlassigbar ist. Ferner 
wurde 

hz - h, = 74,&&2 - 1) (14) 

eingesetzt und cp nach [23] aus 

cp = $Cl + cp2c2 

errechnet, worinc2 = 1 - ci, 

so dass 

(15) 

(16) 

cp = cp2k1(5&2 - 1) + 11. (17) 

4. DER FALL KONSTANTER KOEFFIZIENTEN 

Setzt man konstante Stoffeigenschaften voraus 
und nimmt an, dass sich die Gase bzw. DZmpfe 
ideal verhalten, so vereinfachen sich die 
Gleichungen (11)--(13). Setzt man nach Chap- 
man-Rubesin [9] 

pp = pmpa, = konst., (18) 

so erhalt manaus der Impulsgleichung : 

f"' + f" f=O (19) 

und unter der Voraussetzung, dass 
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also weder von y noch von x abhslngt, als 
Konzentrationsgleichung 

s1” + SC B’f= 0. (21) 

Nehmen wir ferner an, dass die Diffusion mit 
keinem WHrmetransport verbunden ist, so 
erh%lt man nach Einfiihrung der Prandtl-Zahl, 

P+f, (22) 

wenn cpl = cg2 = konst., Pr = Pr, = Pr, = 
konst. als Energiegleichung 

el’+PHf =o. (23) 

Das aber ist die bekannte Form der Energie- 
gleichung fur die ebene Platte mit WPrmetiber- 
gang. Die Randbedingungen fur das System der 
Differentialgleichungen (19), (2 1) und (23) lauten 

v = 0: f. = -2”Opo IlbJ(Rex) = konst. 
Cc m 

fb = 0 51, = 0 e. = 0 

q=m: (24) 
fb=2 8=1 8, = 1. 

Wenn man aus einer Platte ein gasfiirmiges 
Medium ausbllst, so ist der Mengenstrom des 
ausgeblasenen Gases unabhslngig vom Wirme- 
tibergang und kann in bestimmten Grenzen 
variiert werden. Damit erhalten wir aber such 
fur unendlich viele Werte vonf,Lijsungen. Fur 
den Fall, dass das ausgeblasene Gas und das 
striimende Medium gleiche Eigenschaften 
haben, geben Hartnett und Eckert [6] Dia- 
gramme an, die den Einfluss des Ausblaspara- 
meters f. aufzeigen. 

Bei der Verdunstung eines Fhissigkeitstilms 
stellt sich jedoch, da der Stomibergang mit dem 
Wirmeiibergang gekoppelt ist, fur jedes Tem- 
peraturverhgltnis To/T, ein einziger Wert von 
f. ein, wobei es fur jede Gastemperatur T, bei 
gegebener Zuflusstemperatur T,, nur eine 
zugehorige Temperatur To gibt. 

Die Bestimmung des Wertes vonfo erfordert 
die Kenntnis des Massenstromes des ver- 
dampfenden Stoffes 1 

m,, = p&J = - f p&4, - J(ie,) fo. (25) 

Der Dampfstrom llsst sich mit Hilfe des 1. 
Fickschen Gesetzes bestimmen : 

D 12 ac, 
POUO = -Po1_cl, ay 0’ 

0 

(26) 

Setzt man den Parameter Q(q) der dimensions- 
losen Konzentration ein und eliminiert pouo, 
so erhalt man ftir die Randbedingung f. 
folgende Beziehung : 

1 Clco - Cl0 
f” = (SC), 1 - CIO a;. 

(27) 

wobei die Annahme ciao = 0 zulassig ist. Damit 
tiberhaupt ein Stoffiibergang erfolgen kann, 
muss der Oberflgche des Fliissigkeitstilms Ener- 
gie durch WSirmetibergang zugefiihrt werden. 
Unter den getroffenen Annahmen muss die 
Wgrme von der Aussenstromung iibertragen 
werden. Da ausserdem die kinetische Energie 
der Strijmung vernachlslssigt werden kann, 
ergibt sich folgende Energiebilanz, bezogen auf 
den Mengenstrom je Einheitsflache fi [6,7] : 

rh,(h;‘, - h;) = a(T, - To) 

+ 4r + POUO (40 - h;‘o), (28) 

wobei h;‘, die Enthalpie des abstriimenden 
Dampfes, hi die Enthalpie der zufliessenden 
Fltissigkeit und h;‘, die Enthalpie des stromen- 
den Mediums und q, die WHrme, die durch 
Strahlung auf den Film tibertragen wird. sind. 
Da gilt 

lit,, = pouo = 6, 

und die Warmetibergangszahl c1 
finiert ist 

_. 2 fdT\ 
T, - To \z/o 

wie folgt de- 

(29) 

IHsst sich Gleichung (28) wenn man die Strah- 
lungswlrme q, vernachliissigen kann, schreiben 
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dT 
til,,(h;‘o - hi) = I, - 0 ay 0 

+ rit,,(T, - 273,15)@,, - cp2). (30) 

Nach Einfiihrung des Parameters @) erhalt 
man daraus den Dampfstrom 

1 . 
m,, = pou, = - 

2 ( 

~o’Ko - To) 
’ (II;‘, - h;) - (To - 273,15)(c,i - cp2) 

Xi!!? J( > 3% PO. (31) 
Pee \‘,.Y 

Setzt man voraus, dass prnpoo = polo = konst. 
und substituiert obige Gleichung in fo, so 
ergibt sich 

U-co - To) 
j-0 = - (h;‘, - h;) - (To - 273,15)(c,, - cpz) 

Will man die aus den;Ibnlichkeitsbetrachtungen 
berechneten Ergebnisse mit gemessenen Werten 
vergleichen, so muss man wieder auf dimensions- 
behaftete Parameter rticktransformieren. 

Aus 

dy=2: 

erhalt man durch Integration 

(35) 

y z&x 
I 

ydq. (36) 

0 

Setzt man ideales Gasverhalten voraus, so gilt 

P Tm 1 
--. 

- - T c,(M,/M, - 1) + 1 
(37) 

Pa, 

und nach Einftihrung der Paramerer 8 und Sz 
liisst sich die mit x dimensionslos gemachte 

Aus der Verbindung 
Gleichung (27) erhalt 
Bestimmung von T,, 

CPO x FBO. 
(32) Grenzschichtdicke aus Gleichung 

0 

von Gleichung (32) mit 
man eine Beziehung zur 

[To/T, + (1 - ToiT,)~l 

wenn die Temperatur an 
. . 

der Filmoberflache To nekannt 1st 
x [c,o(l - WW,/M, - 1) + 11 dv 

berechnen. 

(38) 

T, = !A!? 
c20 

x (h;'O - h;) - (To - 2WW,, - cp2) 

CPO 

xK+ To. 
b 

&I 
(33) 

Fur Le = 1 ist a0 = PO. Vernachlassigt man 
ausserdem die Warmetibertragung durch Dif- 
fusion, so ergibt sich : 

Tm =c,,.h;‘o - 4 + To 

c20 CPO 
(34) 

oder bei Benutzung der Partialdrticke anstelle 
der Konzentrationen 

5. BERtkKSICHTlGUNG VERiiNDERLICHER 
STOFFEIGENSCHAFI’EN 

Die Annahme, dass die Stoffeigenschaften 
des striimenden und des von der Plattenober- 
flache aufsteigenden Mediums konstant oder 
sogar gleich sind, lasst sich fur den allgemeinen 
Fall nicht aufrechterhalten, besonders wenn es 
sich urn einen Verdampfungsvorgang handelt. 
Im folgenden wird nun beschrieben, wie sich 
die von Konzentration und Temperatur abhan- 
gigen Eigenschaften erfassen lassen. Das System, 
bestehend aus den Differentialgleichungen (11) 
(13), enthalt einige auf die Stoffeigenschaften 
bezogenen Grossen, die als Funktionen von q 
dargestellt werden mtissen. Das sind: 

T, = 1 “‘Tip . “‘oci h’ .2 + To. (34a) 
10 2 
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V 
- = SC, 
D 12 

(40) 

PP D12 P i2 P 1 -.- = -.-.- - = i(q), 
PC&x v P, P, p2.A 

(41) 

Pi 
~ = i*(rl)> 
PCClPCC 

(42) 

[CIOU - ~)(c,,ic,* - 1) + 11 52 = o*(v), 

und 
(43) 

CPl ( ) G - 1 mm - To)e + To1 = x(v), (44) 

wobei 

A=;?C 
PZD, 2 

(45) 

das Austauschverhaltnis, eine Grosse ist, die das 
Verhaltnis von Warmetibergang zur Verdun- 
stungszahl fur den laminaren Fall angibt. 
Kienzl [2] hat gezeigt, dass es fur eine Anzahl 
von Stoffpaaren, z. B. Kohlenwasserstoffen- 
Luft, eine Konstante ist. Damit erhalt man fur 
das Differentialgleichungssystem folgende 
Form : 

f”’ + f + 5’ I, 

Tf =o, (46) 

gy+f +&=, 
i ’ 

(47) 

9” + 
o*f + i*’ 

i* 
8’= .,+ (48) 

mit 

Ki*= 
Cl 052 

T, - To 
(49) 

In den Koeffizienten treten Dichte p, dynamische 
Zahigkeit p und Warmeleitzahl1 des Gemisches 
auf. Die Gemischdichte lasst sich mit Hilfe von 
Gleichung (37) berechnen. Nach [24] gilt fur 
die Zahigkeit eines Gasgemisches : 

Pl P2 

p = 1 + x2jx1f$12 + 1 +x,?&i 
(50) 

mit 

(51) 

921 = 412 l 

blip2JM2iMl 

w 

Xl Cl M2 (1 - Q;l)c,o M2 
-= 

52 cq-c,‘M, = 1 - (1 - s2)c,,‘M, 

= f,(Q)$ (53) 
1 

Fasst man weiter zusammen 

K12 = 
(M2iM# 

2($) (1 + M2/M#’ 

f teI = bWMA* 4w2) + 11’ 
Pl 

(54) 

(55) 

(56) 

(57) 

(58) 

so erhalt man fur die dynamische Z%higkeit des 
Gemisches eine von q bzw. Q(q) und O(q) 
abhlngige Funktion 

1 

’ = ,‘I *(?fi *(Q) ..f,*(e)ip, + .fi *Wi& 

1 

+.f,+%&, +.f,*(Q) ..f,4@WM2. l/pm 09) 

und fur den Koeffizienten t(n) 

1 

‘(‘I) = [To/T, + (1 - T,iT,)O] 

1 x [(l - Q)c,o(MziM1 - 1) + 11 
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’ 
Mz/‘M, J,*(Q) 
..f, 44 ..fz*(@ +.f,*@j 

1 

+.fJ*(e) +.fi*(Q).fi*(f? 1 . (6o) 
Nach [24] llsst sich die WHrmeleiShigkeit 
eines Gasgemisches aus 

1 = + (1, + A,,) (61) 

mit 
/I, = x1 .A, + x,.l, (62) 

1 -=- 
A mt ;‘+? 

(63) 
1 2 

berechnen. 
Da x1 + x2 = 1, lasst sich unter Benutzung 

von Gleichung (53) Gleichung (61) als Funktion 
von q schreiben und zusammenfassen, wenn man 
einfiihrt 

M,/‘M,(l - Qc,, 
‘*(‘)= (1 - S1)cl,,M2,‘M, + 1 - (1 - sl)c,,’ 

w 
./-4*(e) = @,iLz - I), (65) 

L*(O) = (AZ/h - 1)) (66) 

1 

+.fi*(Q)..r,*(Q + 1 1 . (67) 

Damit 1Hsst sich die Bestimmungsgleichung fur 
den Koeffrzienten c(q) wie folgt ausdrticken : 

und fur x(q) 

x [(i - T,g-,)e + T,~T,I. (70) 

Hierin sind die von 0 abhangigen Griissen 1, 
und (c,,/c,~ - 1) enthalten. Handelt es sich 
bei dem striimenden Medium urn Luft, so lbst 
sich fur den oben angegebenen Giiltigkeits- 
bereich mit geniigender Genauigkeit 1, als 
lineare Funktion von 8 darstellen. Das gleiche 
gilt fur (c,r/c,, - 1). 

Die Beriicksichtigung nicht konstanter Eigen- 
schaften bedeutet, dass zur Bestimmung der 
Randbedingung fO die Gleichung (32) nicht 
benutzt werden kann, sondern durch die 
Beziehung 

(Tm - T,) 
’ = - (II;‘, - h;) + (To - 27W)(c,, - cpJ 

x $QO.eb (71) 
0 

zu ersetzen ist. Fur die Temperatur erhalt man 
durch Verbindung mit Gleichung (27) und 
Einfiihrung der Partialdrticke anstelle der Kon- 
zentrationen 

T = ploip MI 
m 

1 - PloiPM2 

X 
(h;', - h;) + (To - 273,15)(~,~ - cpl) 

CPO 

(72) 

;(rf) = J-. n,(e) 

ClmA’g [2+ (1-~)~].[(l-O)c,,(M2~Ml-l)+l]2 @*) 

Aufahnliche Weise erhalt man fur den Koeflizienten c*(q) 

r*(q) = & . n,(e) 

m [z+ (l-$)+(1 -f2)c,,(M,I’M, - I)+ 13 (69) 

1 
+ 1 +f2,tojf5atej + 1 1 . 
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6. DIE L&WNG DER 
GRENZSCHICHTGLJWHUNGEN 

Die Berechnung der Grenzschichten beginnt 
mit der Bestimmung der Temperatur T, und der 
Randbedingung fO. Sind T, und die Ober- 
flachentemperatur T, bekannt, kiinnen die 
Koeffiienten ermittelt werden. Fur den Fall 
konstanter Stoffeigenschaften bereitet die 
L&sung der Differentialgleichungen (19), (21) und 
(23) keine , allzu grossen Schwierigkeiten. 
Allerdings llsst sie sich nicht in geschlossener 
Form darstellen. Jedoch stehen fur die nu- 
merische oder analoge Liisung heute entspre- 
chende elektronische Rechenanlagen zur 
Verhigung. Zur iterativen Losung der Gleichung 
(19) haben schon Piercy und Preston (25) ein gut 
konvergierendes Verfahren vorgeschlagen, bei 
dem zunachst die Gleichungen integriert werden. 
Man erhalt dadurch als Liisungsgleichung fur 
die Striimung : 

und fur die Konzentration 

1 exp [ -a Scf(rl) dvl drl 
41r) =i 

j ev [ -b %&9 +I dv 

(73) 

(74) 

Bei der Energiegleichung hat man in Gleichung 
(74) lediglich SC durch Pr zu ersetzen. 

Zur Liisung der Grenzschichtgleichungen bei 
nicht konstanten Stoffeigenschaften wurde bei 
dieser Arbeit eine Analogrechenanlage, beste- 
hend aus EAI PACE 23 1 R und EAI PACE 580, 
benutzt. Ein numerisches Losungsverfahren ist 
in Vorbereitung. Zunachst wurden, sofern fur 
T, keine gemessenen Werte vorlagen, f0 und 
T, nach den Gleichungen (32) bzw. (34) 
bestimmt. Sodann wurdendie Funktionenf,, (51) 
f,,(Q), f&I). .UQ f&(e), f&e) und f&I) fur 
den zutreffenden Konzentrations- und Tem- 

peraturbereich mit Hilfe von Tabellenwerten 
oder entsprechenden Ausgleichspolynomen 
berechnet und in Funktionsgeneratoren ein- 
gegeben. Die Bestimmung von p und 1 mittels 
der Beziehungen der kinetischen Gastheorie 
fur das Starrkugelmodell ist bei den hier 
interessierenden Stoffen, Luft und Kohlen- 
wasserstoffdampfen nicht miiglich. Die Grossen 
(cpl/cpa - 1) und 1, wurden als linear von 8 
abhangige Funktionen in die Rechnung 
einbezogen, was im untersuchten Bereich 
zulassig ist. Der Rechenvorgang wurde so lange 
wiederholt, bis die einzelnen Werte f0 und T, 
mit den aus Gleichungen (71) und (72)ermittelten 
iibereinstimmten. Vorgegeben wurde immer die 
Temperatur an der Filmoberflache To. 

7. ERGEBNISSE 

Die Ergebnisse sollen an zwei Beispielen der 
Verdunstung eines Benzollilms in Luft bei Ober- 
fhichentemperaturen von To = 293,15”K und 
To = 313,lYK diskutiert werden. Bild 2, 3 und 
4zeigen dafiir die dimensionslosen Geschwindig - 
keits-, Konzentrations- und Temperaturprofile. 
Man erkennt den grossen Einfluss der Ober- 
flachentemperatur To, also letzten Endes der 

BILD 2. Dimensionsloses Geschwindigkeitsprofl der eben 
Platte bei Verdunstung van Benzol. 
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Gastemperatur T,. Steigt T, an, so nehmen 
Impuls-, Konzentrations- und Temperatur- 
grenzschicht zu. 

Zum Vergleich ist das Ergebnis einer 
Rechnung mit konstanten Stoffeigenschaften, 
bezogen auf die Anfangswerte von <, c, [* nach 
Gleichungen (19), (21) und (23) gestrichelt 
eingezeichnet. Obwohl die Impulsgleichung 
noch sehr gut wiedergegeben wird, sind doch 
die Abweichungen bei der Konzentrations- und 
Energiegleichung beachtlich. Was den Diagram- 
men 2, 3 und 4 jedoch nicht zu entnehmen ist, 
ist die Tatsache, dass die Gradienten an der 
FilmoberfXiche von Geschwindigkeit, Konzen- 
tration und Temperatur von denen bei Beriick- 
sichtigung vergnderlicher Stoffeigenschaften 
stark differieren. Somit ergibt sich bei Rechnung 

096 - 

I I I I 
I 2 3 4 

7) 

BILD 3. Dimensionsloses Konzentrationsprofil der ebenen 
Platte bei Verdunstung von Benzol. 

mit konstanten Koeffiienten ein anderes Tem- 
peraturverhgltnis To/T,. Bild 5 zeigt die 
AbhHngigkeit der Filmoberflgchentemperatur To 
von der Gastemperatur T,, bestimmt nach 
Spalding [26], Orth [21], nach dem Differential- 
gleichungssystem Gleichungen (46), (47), (48) 
sowie nach Messungen von SplettstGsser und 
Schultz [27]. Die nach Gleichung (72) berech- 

BILD 4. Dimensionsloses Temperaturprofil der ebenen 
Platte bei Verdunstung von Benzol. 

6. OK 

BILD 5. Abhangigkeit der Filmoberfllchentemperatur T, 
von der Gastemperatur T, nach 

- D. B. Spalding [26] 
~.~ H. W. Orth [21] 
-- Gl. (72) 

l Messwerte von W. Splettstijsser u. K. J. Schultz [27]. 

neten Werte von T, stimmen mit den 
Messwerten sehr gut iiberein. Gleiches gilt tir 
den berechneten Verdampfungsmengenstrom 
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BILD 6. Abhlngigkeit der Koellizienten l, [, (* von q bei 
Verdunstung von Benzol. 

0 2 3 4 5 

7) 

BILD 7. Abhlngigkeit X/T von q bei Verdunstung von 
Benzol. 

$. Die Veranderlichkeit der Koeffrzienten 5, 
c, c* zeigt Bild 6, wlhrend in Bild 7 die Abhangig- 
keit x/T, von q fur obige Beispiele dargestellt ist. 
Die griisste &derung tritt bei [ auf, dessen 

Reziprokwert der Sc-Zahl adaquat ist. Die 
Variation wird bei allen Koeffzienten mit 
zunehmender Temperatur T, grosser. Die Funk- 
tion a(q) ist hier nicht dargestellt, da sie bei 
obigen Beispielen quasi konstant unabhangig 
von v ist. T, beeinflusst ebenfalls Gleichung (38) 

IO- 

6- 

4- 

2- 

1 
0 

T0 =313,15 OK, 
\ 

BILD 8. Abhlngigkeit da Wertes y/x. JReJ2 von y bei 
Verdunstung von Benzol. 

mit deren Hilfe man auf die dimensions- 
behaftete Grenzschichtordinate y umrechnen 
kann. Diesen Zusammenhang zeigt Bild 8. 

8. SCHLUSSBETBACHTUNGEN 

Die Kenntnis der Vorgange bei der Verdun- 
stung eines Fltissigkeitstilms, tiber den heisses 
Gas hinwegstriimt, ist fiir Entwicklung von 
Filmverdampfungsbrennkammern von wesent- 
lither Bedeutung. Urn eine Vorstellung iiber 
die Verhaltnisse in der Grenzschicht tiber einem 
Kraftstoffrlm, den Temperaturzustand und den 
Dampfmengenstrom zu erhalten, wurde 
zuniichst das Model1 der ebenen Platte in 
laminarer Parallelstriimung behandelt. Die 
Schwierigkeit lag dabei darin, dass die ver%nder- 
lichen Stoffeigenschaften berticksichtigt werden 
mussen. Die Vereinfachung konstanter Ko- 
effrzienten in den Grenzschichtgleichungen ist 
in “diesem Fall, wie die gerechneten Beispiele 
zeigen, nicht zullssig. Die oben aufgestellten 
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Gleichungen berticksichtigen deshalb die Tem- 13. W. M. KAYS, Convection Heat and Mass Transfer. 

peratur- und Konzentrationsabh%rgigkeit der McGraw-Hill, New York (1966). 

Stoffwerte. Die analytisch gewonnenen Er- 
14. A. V. LUIKOV, Heat and mass transfer in capilary- 

porous bodies, Advances in Heut Trunsfer, Vol. I, 
edited bv F. IRVINE JR. and J. P. HARTNETT. vv. 1233 gebnisse stimmen gut mit Messwerten tiberein, 

was die Zulassigkeit der gemachten Annahmen 
bestitigt. Die Liisungen der Gleichungen liefern 

15. 

ausserdem Angaben tiber den Warmeiibergang 
und die Verdunstungsmengen, so dass es 16. 

miiglich ist, fur die Anwendung in der Praxis 
Optimierungen vorzunehmen. 

17. 
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THE CALCULATION OF BOUNDARY LAYERS FOR SIMULTANEOUS HEAT AND MASS 
TRANSFER IN AN EVAPORATING LIQUID LAYER ON A FLAT PLATE IN PARALLEL FLOW 

WITH TEMPERATURE DEPENDENT PROPERTIES 

Abstract-For il parallel flow along a flat plate having a thin fluid film the equations of the momentum, 
concentration and energy of the boundary layer for laminar flow are given. The method of similar solutions 
is used. Following assumptions are made : The plate is heat insulated, the gas temperature is so low that the 
thermodiffusion can be neglected, and the flow velocity is so low that the dissipation is unimportant. 
The investigations are restricted on the evaporization of substances for which the ratio (coo) of heat transfer 
coefficient to evaporization coefficient is constant. At first, the case of constant properties of substances 
is treated. Then, the variable values of substances are considered and the equations for the properties of 
mixture are given starting from the tabulated values or corresponding polynomials of least error for pure 
substances. By means ofan example it is shown to what extent the results with variable thermodynamic and 
transport properties differ from those with constant properties. Finally, the dependency of To on the tem- 
perature T, determined according to the given equations is compared with values calculated by other 

methods and with experimental results. 

LE CALCUL DES COUCHES LIMITES A PROPRIETES DEPENDANTES DE LA 
TEMPERATURE POUR DES TRANSFERTS SIMULTANES DE CHALEUR ET DE MASSE 

DANS UNE COUCHE LIQUIDE S’EVAPORANT SUR UNE PLAQUE PLANE SANS 
INCIDENCE 

R&sum&Pour une plaque avec un film mince de liquide qui Cvapore dans un ecoulement parallele les 
equations de la couche limite laminaire pour la vitesse, la concentration et I’tnergie sont don&es. Dans les 
equations la methodes des solutions analogues est utiliste. I1 est suppose que la plaque est impermeable 
pour la chaleur, la temperature de gaz est si basse que la thermodiffusion est negligeable, la vitesse d’dcoule- 
ment est si petite que la dissipation est sans importance. En plus on se limite a l’tvaporation des substances 
pour qui le rapport (a/p) du coefficient de transfert de la chaleur au coefficient d’tvaporation est constant. 
Le cas des proprietes constantes est trait& au debut, puis le cas des proprietes variables et les equations 
pour les proprietts du melange sont don&es. Der valeurs de tables ou des polynomes d’approximation 
pour des substances pures sont utilists. Un example montre les resultats differents pour les proprietes 
variables et les proprietes constantes. Enlin la dtpendance de la temperature r, de T, trouve par les 
equations don&es dans cette publication est comparee avec des valeurs calcult par d’autres mtthodes et 

avec des resultats des experiences. 

PACYtiT XAPAKTEPHCTHK COBMECTHOI’O TEHJIO-M MACCOOBMEHA 
B IIOI’PAHBYHOM CJIOE HCIIAPHIOIIJEHCH ~HflHOCTkI HA 

IIPOAOJIbHO - OBTEKAEMOH HJIOCHOH IIJIACTHHE B CPEAE CO 
CBOHCTBAMH, 3ABHCHIIJkIMH OT TEMIIEPATYPbI 

hEOT~I(IiS--hInOnH3HO ElHaJIHTHWCKOe HCCJIe~OB3HEl3 COBMWTHOFO TenJIO-I4 MaCCOO6MeH3 

npO~OJIbHOO6TeK3eMOt IIJIOCKOfi nJEiCTtlHbI,IIOBepXHOCTb KOTOPOti nOKPbIT3TOHKOtk IIJIeHKOfi 

H(IIAKOCTE1. Anann 6aanpyeTcFI Ha CklCTeMe J'pElBHeHkii KOJIWieCTBa ABkIHE'HHfI, KOHIWH- 

TPaqkiH II3HeprlillAnrlnaMllHapHOrO nOI'p3HHYHOI'OCJIOH.kiCnOJIb3yeTCR MeTOAaBTOMOAWIb- 

HbIX pNIIf?HElfi II IIpHHHMElIOTCR CJIeAyIo~Me AOQ'~eHHH: IlJElCTMHkl TenJIOM3OJIMpOB3H3, 

TeMnepaTypa ra3a ~ocTaTosn0 nkr3Ka, TBK 'IT0 TepMOA@I$J'3I4et M~HCH~ npene6pesb, AklC- 
cnnaqns ivtexanusecnoti aneprnn HecymecTsenna. Hccnenosann3 orpannsenn ncnapenneht 
BeII@Cb,~hFI KOTOPbIX CnpaBeAJIHBO nOCTOHHCTB0 OTHOIIIeHIlR KO3@#lH~HeHTa TenJIOO6MeHa K 

rcoa@r&quemry acnapennn (a/7). Cnasana pacchtaTpasaeTcn cnysam nocronnnbrx @HUH- 

4ecKHx CBO~TB. 3aTeM nmewn pemenne Ann nepeMennbrx CB~BCTB 14 npnno~nTcr=r ypannencln 
&rtR CBOikTB CMBCII, KCXOAX 113 T36JVIHpOB3HHbIX 3HaWHMti WlIl COOTBeTCTBJ'IOlIWX nOJIR- 

HOMM3JIbHbIX ENInpOKCItM3qtii AJIll 4HCTbIX BeUt?CTB. IIpnsegen npnhiep Ann nnnrr_mTpannn 
TOrO,HaCKOJIbKO p33yJIbTaTbI n0 IIepeMeHHbIM TePMOAHH3MWieCKtfM A IIepeHOCHbIM CBOtiCTBaM 

OTJIll93IOTCR OT pe3J'JIbTaTOB n0 IIOCTOFIHHMM CBOfiCTBElM. hKOHe& 33BHCHMOCTb To OT TeM- 

nepaTypbI T,, Onpt?~e~~eMOti It0 AaHHbIM J'paBHeHHRM, CpaBHliBaeTCR CO 3HaWHHRMM, 

P3CCWT3HHhlMH J(pylWMll MeTOAaMH, 3 TBKH(e C 3KCnl?PAMt?HT'&lbHbIMM AaHHblMEI. 


